3 Kilassische statistische Thermodynamik wechselwirkender Systeme

3.1 Klassische Teilchensysteme

Man betrachtet ein klassisches System von N Massenpunkten. Die Gesamtenergie F setzt sich aus
kinetischer und potentieller Energie zusammen:

E= szn + Wpot (]-)

Die kinetische Energie ist die Summe der kinetischen Energien der Einzelmolekiile:

Wi — i @)

Die potentielle Energie W,y ist eine komplexe Funktion der Lagekoordinaten aller N Teilchen:

2m2

Wpot:UN(Fl,FQ,...,FN) (3)

Wenn die gesamte potentielle Energie durch Superposition von Zweierwechselwirkungen zwis-
chen allen Teilchen des Systems gendhert werden kann, folgt

N N
YD Uy(Fnt) 5 i# (4)
:1:

In Koordinaten und Impulsen ausgedriickt ist £ die Hamiltonfunktion H des N - Teilchen -
Systems

l\DI}—t

E:HN(F17F27"'7FN7ﬁ17ﬁ27"'7ﬁN) (5)

Potentielle Energie W,, eines N-Teilchen- Systems als Summe von Paarwechselwirkungen
schreibt man auch

N
Woor = D Ui (7, 75) (6)

i<j
Sind die Paarwechselwirkungen nur vom Abstand r zwischen zwei Teilchen im System abhéngig
(sparisch symmetrische Wechselwirkungen), schreibt man auch

Ui (73, 75) = Ui (|75 — 751) = Ui (riz) = Uy(r) (7)
Die Orts- und Impulskoordinaten in der Hamiltonfunktion &ndern sich mit der Zeit, sie sind
dynamische oder Phasenfunktionen des Systems

Hr (), r (g, o7 () s 201, 0(0)gs - () ) = (8)
;%+UN(rG)1,rGe)2,...,rGe)N) 9)

Man kann die Bewegung aller N Teilchen des Systems durch die Bewegung eines Punktes
entlang einer Trajektorie im 6N - dimensionalen Phasenraum darstellen. Aussagen {iiber die
Wahrscheinlichkeit des Aufenthaltes des Systems von N Teilchen, die sich in einem Volumen
V bei der Temperatur 7" aufhalten und mit Potentialen der Form Uj;(r) wechselwirken, liefert die
statistische Methode.



3.2 Phasenraum

Orts - und Impulsvektor eines Teilchens lassen sich im Konfigurationsraum bzw. im Impulsraum
darstellen:

3 -dim. Konfigurationsraum eines Teilchens: Ortsvektor 7
Darstellung in kartesischer Basis ( i; j; k)

7 =ity + 2k (10)

Abb. 3. 1 3 -dim. Konfigurationsraum eines Teilchens

3 -dim. Impulsraum eines Teilchens: Impulsvektor p’
Darstellung in kartesischer Basis ( 4'; j'; k)

ﬁ:pm?_'_pyj/_'_pzlg/ (11>

°
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Abb. 3. 2 3 -dim. Impulsraum eines Teilchens

Die Dynamik eines Teilchens wird durch die Trajektorie im 2f - dimensionalen Phasenraum
beschrieben (f - Anzahl der Freiheitsgrade, f = 3 fiir Translation im dreidimnensionalen Raum).

Beispiel: Eindimensionaler harmonischer Oszillator

2 1
p:c 2 12
—m + —k’llj' = const ( )

k ist die Kraftkonstante der Riickstellkraft K = —kxz. Die Hamilton’schen Gleichungen lauten:

H(x>px) = €tot = €kin T €pot =



ot Op, m ot  or

Weitere Differentiation nach t liefert die Bewegungsgleichungen

ox OH:& o Opr aH——kx (13)

0x k 0?p, k

mit den Losungen fiir die Anfangsbedingungen p,(t = 0) = 0 und z(t = 0) = x

T = 20 CO8 (\/gt) . pe = Vkmaysin (\/gt) (15)

Die Phasenraumtrajektorie ist eine Ellipse nach

. P2 N kx?
2meor 2610t

(16)
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Trajektorie
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Abb. 3. 3 Phasenraumtrajektorie eines klassischen eindimensionalen harmonischen Oszillators

Fiir N Teilchen: Phasenraum und Trajektorie des Phasenvektors:

Gesamtheit aller Ortsvektoren:

V() = (P (), Fa(t), ..., Px(t)) (17)

Gesamtheit aller Impulsvektoren:
P (t) = (Bi(t), Pa(t), - ., P (t)) (18)

geben den Phasenvektor X (£):
X(t) = (Fit), 7o(t), ., (1), i), Bo(D), -, P (E) (19)

Die Dynamik des N-Teilchensystems wird durch die Trajektorie im 6N-dimensionalen Phasen-
raum beschrieben:
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Abb. 3. 4 Phasenraumtrajektorie im 6N-dimensionalen Phasenraum

3.3 Klassisches Zustandsintegral

Kanonisches Ensemble (Quantenfall);

Die Wahrscheinlichkeit, ein System von N Teilchen im Volumen V' bei der Temperatur 7" mit
der Systemenergie £; im Systemzustand j zu finden, ist

_ eXp(_ﬁEJ) . ﬂ _ L (20>

P(j) 7 ; T

Die Zustandssumme des Systems ist
Z =7 exp(—(E;) (21)
J

Betrachtet man das System mit N, V, T klassisch, so ist die Energie E; durch die Hamilton-
funktion Hpy fiir einen bestimmten Punkt des klassischen Phasenraums zu ersetzen:

N (=12
i=1
( Un(71, 75, ..., 7n) Wechselwirkungsenergie der N Teilchen )

Im klassischen Fall bestimmt man die Wahrscheinlichkeit, das System bei der Energie F an
einen bestimmten Punkt des 6N -dimensionalen Phasenraums zu finden:

exp[—BHy (", 7))
Z

7 ist das klassische Zustandsintegral, das an die Stelle der Zustandssumme tritt. Die Integration
erfolgt iiber alle Bereiche des 6 N - dimensionalen Phasenraums.

P((pY,7)dpy, ..., diy =C dp™N ditN (23)

Z = c/ . ./exp[—ﬂHN(ﬁN,FN)]dﬁl, . diy (24)

Der Normierungsfaktor C wird durch folgende Uberlegung bestimmt:

1) Klassische Teilchen kénnen durchnumeriert werden von 1 bis NV und sind damit unterschei-
dbar. Quantenmechanisch sind sie identisch. Die Beriicksichtigung der Ununterscheidbarkeit der



Teilchen fiihrt auf den Faktor 1/N1.

2) Ein Volumenelement im Phasenraum dp™¥di wird durch den Faktor h3" normiert zu

dﬁNdFN
Also ist
C = 71 26
~ NIp3N (26)
und
1 . o
Z = W/GXP[—ﬁHN(ﬁN,TN)]dﬁNdTN (27)

Ein Beispiel fiir die Aufteilung des Phasenraums in Zellen der Gréfle h findet man im Falle des
eindimensionalen harmonischen Oszillators:
Die quantenmechanischen Energieniveaus sind

1
en:hl/(§+n) ;o n=0,1,2,... (28)
Klassisch: Die Phasenraumtrajektorie ist eine Ellipse nach
].:a—%‘l—b—% 3 a1:2m61 3 blz? (29)

mit der Fliache F} fiir die Energie ¢;

F1 = %pmdl’ = 7Ta1b1 = 27'('\/ %61 = % (30)

Die Differenz zur Fliche F; fiir die Energie €5 ist

€ — €1

AF =F,—F = —h (31)
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Der Phasenraum wird also pro Freiheitsgrad der Bewegung in Stiicke der Grofle h aufgeteilt.
Die vorliegende Normierung gibt das richtige Zustandsintegral fiir ideale Systeme, wie jetzt
gezeigt wird.

Man kann die Impulsintegration ausfithren. Es ist
3N

7= e e (=30 ) ™ [ explopUn () 3
N3N 2mkpT ) "

k=1

wenn man die Impulskoordinaten von 1 bis 3N durchnumeriert. Eine andere Schreibweise ist
1 3N +o0 p2 1
A / N /T P 33
nN ,El l e P < amkgT ) | MOV (33)

mit dem Konfigurationsintegral Q) y

On = /.../exp[—ﬂUN(Fl,...,FN)]dﬂ...dFN (34)
Mit



/_:o exp(—ay®)dy = \/g (35)

folgt
5 (V2rmksT\™ 1 26
=\ WQN (36)
Fiir ideale Systeme ist Uy = 0 und [ dr"=V und deshalb
N=VY (37)

In diesem Falle hat man
3N
2mmkgT 1 N
7o <7V ki ) Ly _d (38)

mit

vV _ (\/W)g (39)

Man erhélt also das gleiche Resultat wie im klassischen Boltzmann- Grenzfall der Quanten-
statistik!

3.4 Statistische Mittelwerte

Quantenmechanisch:

Gegeben sind mikroskopische Funktionen, die vom Quantenzustand des Systems j bzw. von
dessen Energie £; abhéngen:

Mittelwerte:
< A>= Y AGPY) (40)
J
p(j) = 2PIE) (41)
Z =S expl-0E;) 42)
j
Klassisch:
Gegeben sind mikroskopische Phasenfunktionen A(p, po, ..., Pn, 71,72, ..., 7n) = APY, ™)

zu einem Wert der klassischen Hamiltonfunktion Hy (p™, 7).

Mittelwerte:
< A>= /A(ﬁN,FN)P(ﬁN,FN)dﬁl, L dPy (43)
, 1 exp[-BHN(Y, ™)
PP ) = e PP ) (44)



1
2= NuaN

[ el sy (Y, 7 g = 2

~ NIA3N (45)

mit

Oy = / exp[— BUNT) 7 (46)

Wenn die mikroskopischen Funktionen A(7") nur von den Koordinaten abhiingen, kann man
zum Konfigurationsmittel iibergehen:

< A>= / AP py (7)d™Y (47)

Hierbei ist die Wahrscheinlichkeitsdichte im Konfigurationsraum

vy _ exp[=BUN(™)]
pN () = On

Das Problem der Behandlung wechselwirkender Systeme besteht in der Nichtfaktorisierbarkeit
des Konfigurationsintegrals (Qy. Man kann in den meisten Fillen keinen exakten Ausdruck fiir Qv
finden und muf} also zu Naherungslosungen iibergehen. Dabei bedient man sich der Methode der
reduzierten Wahrscheinlichkeitsfunktionen im Ortsraum, wenn man Mittelwerte vo mikroskopis-
chen Funktionen berechnen will, die jeweils nur von ein, zwei, drei ... Koordinaten abhéngen.

(48)

3.5 Van der Waals - Gleichung

Erste Schritte zur Losung des Problems kann man am Beispiel der Ableitung der van der Waals’
schen Zustandsgleichung studieren.

Nach Abschnitt 7.16 unterteilt man die Paarwechselwirkung in abstoflende und anziehende
Anteile.

Un(Fis i) = 3308 UGL) = S U(F = 7l) = U () + X U(r) (49)

i=1j=1;4; i<j i<j i<j
mit dem Hartkugelpotential als abstoflendem Anteil.

UHK(r,-j):oo; r <o, UHK(Tij):O; r>o (50)

Fiir die Berechnung des Teils im Konfigurationsintegral, der vom attraktiven Anteil der Wech-
selwirkung U®(r;;) abhéngt, macht man die sogenannte Molekularfeld - Ndherung. Man fafit die
Gesamtwechselwirkung als konstanten Beitrag auf, der aus N/2 gleichartigen Termen aufgebaut
ist:

ZUG(W)I%ZZ U“(Tij)=g<Ef> (51)

i<j i=1 =14,

mit der mittleren Wechselwirkung eines Molekiils mit allen anderen N —1 Molekiilen im System:

N o) N
< B} >=< ZU“(TU) >= 47Tp/ Ue(ryridr = —2ap ; p= 7 (52)

i=2



Summation und Mittelwertbildung wurde dabei durch eine Integration ersetzt. AuBerdem
wurde die Molekiilzahldichte p eingefiihrt.

A A

w(r) w(r)

O o min

harte Kugeln + weiche Kugeln +
Vdw- Anziehung VdW- Anziehung =
LJ —Potential

Abb. 3. 5 Van der Waals - Potentialmodell

Damit folgt fiir das Konfigurationsintegral

Ox = / o / exp[—B(X U (ry)) + S U (ryg))|dFs . . dix (53)

i<j i<j
die vereinfachte Formel
Qn = exp(Nap/kgT) / . ./exp[—ﬁ ST UK (ry))dry .. diy (54)
i<j

Das komplizierte Intgral iiber die abstoenden Wechselwirkungen ersetzt man in der vorliegen-
den Niherung durch (V;)V. Dabei ist V; = V — Nb niherungsweise das freie Volumen eines
Molekiils, wenn man in bekannter Weise den Van der Waals Parameter b einfiihrt

2
b= %J?’ (55)
der mit dem Ausschlufivolumen um ein Molekiil mit dem Durchmesser o verkniipft ist. Es wird
[ [expl=8 X U (rig)lar . di = (V)™ = (V = Nb)™ (56)
i<j

und damit die Helmholtz’sche Energie eines Van der Waals - Gases:

Zz’dQ
F=—kgTIn(Z) = —kzTn ( VNN> (57)
B 3 2mmkgT pa V — Nb
F_—NkBTLln( E >+kBT+1n< ~ >+1] (58)

Die Ableitung nach dem Volumen bringt die Van der Waals’sche Zustandsgleichung fiir den
Druck:



.
V — Nb (59)

Man erkennt den Binnendruck, bestimmt durch die anziehenden Wechselwirkungen U iiber
den Van der Waals Parameter a :

8F> )
P=—\ 57 = —ap” + pkpT
<8V T,N

pi = —ap’ (60)

3.6 Virialentwicklung
Mit der Molekiilzahldichte p kann man die Virialentwicklung fiir den Druck aufschreiben:
p

= L+ pByo(T,U) + p*Bs(T,U) + ... ; p'=pkgT (61)
Aus der statistschen TD folgt andererseits
01 VN
kgT ov N

so dafl nach einer Integration die Identitét

In(QnV~N) = —N[pBs(T,U) + %szg(T, U)+..] (63)

d. h. in Nédherung

—NpB,(T,U) =~ In(QnV ") (64)
Mit der Paarpotentialapproximation ( N(N — 1)/2 Terme )

Un(F1, Ty, Tn) = Uiy = Urg + Uz + Usg + .. (65)
1<J

findet man fiir das Konfigurationsintegral naherungsweise

QNV N =V / . /exp[—ﬁ(Um + Uiz +Uss +..)]dr .. .din =~

(V—2//exp[—ﬁU12]dF1dF2) .. (V—2//exp[—ﬂU1N]dﬁdFN>

... (v—2 [/ exp[—ﬁU(N_l)N]dFN_ldf'N> (66)

Wenn man ndmlich die Ortskoordinaten eines Molekiilpaares ( 7,7 ) bei festgehaltener Kon-
figuration aller iibrigen Molekiile variiert, so wird fiir die iiberwiegende Anordnung der ( 7,75 )
die Position der iibrigen Molekiile keine Rolle spielen, so, als ob das herausgegriffene Molekiilpaar
allein im betrachteten Volumen wiére. Das Ausschlufivolumen der iibrigen N — 2 Molekiile fiihrt
dazu, dafl jeweils ein Teilvolumen (N — 2)b bei der Integration iiber ( 7,7 ) den Wert 0 liefert.
Da fiir verdiinnte Systeme aber Nb << V ist, kann man diesen Fehler zunéchst vernachléssigen
und nidherungsweise das Konfigurationsintegral in ein Produkt unabhéngiger Zweiteilchenintegrale
faktorisieren. Das fiihrt auf

N(N—1)

QnV N & (%) : (67)

9



mit dem Konfigurationsintegral zweier Teilchen

Q2 = [ [ expl-BULldrdr; (68)

Auflerdem findet man auch fir sphérisch symmetrische Wechselwirkungen U;o = U(r) mit
dry, = 4mr3dr -

I e}
V72Q, =1+ v o I= 47?/ f(r)yr2dr (69)
0
mit der Mayer - Funktion
f(r) = exp[=pU(r)] - 1 (70)
so dafl ndherungsweise folgt
_ N(N —-1) I N2 T
Ny Sl s
In(QNV ™) = 5 In [1 + V} 5V (71)
fir N >>1und IV~! << 1.
Durch Vergleich folgt als Ausdruck fiir den 2. Druckvirialkoeffizienten:
1
ByT,U) = —51 (72)

Man kann also den Druck und andere thermodynamische Funktionen eines verdiinnten Gases
wechselwirkender Teilchen bis zum 2. Virialkoeffizienten aus den Paarpotentialen berechnen.
Fiir ein Hartkugelgas U(r) = U#X (r) wird B, zu

Zﬂﬂm:%M:?ﬁ:b (73)
und
Lt B (74)

Will man auch anziehende Kréfte mit in die Betrachtung einbeziehen, so geht man am besten
von einem Van der Waals - Potential nach Abb. 3.5 in der Form

Co

Ur)y=o00 , r<o ; U(T’):—E , r>0 (75)

aus. Durch Vergleich mit einer Dichteentwicklung der Van der Waals - Gl. (59)

N a

V = NksT(1 —(w"—ﬁ . 76
PV = NhaT(L+ 3 (b= 1 50) 40 (76)

findet man einen Ausdruck fiir den 2. Druck-Virialkoeffizienten By(T,U) aus

N
in Termen der van der Waals - Konstanten a und b:
a

By(T,U)=b— —— 78

Die genéherte Berechnung von By (7T, U) nach Gl. (72) mit dem Potential (75) fithrt auf Aus-
driicke fiir die Parameter a und b in Termen der Potentialparameter ¢ und cy:

10



By(T,U) =b— kBLT =27 /OOO f(r)yridr =27 /OJ ridr — 27 /:O f(r)yridr (79)

Im Fall hoher Temperaturen ist U(r) << kg7 und man kann die Exponentialfunktion in eine
Reihe entwickeln ( exp(—z) — 1 &~ —z ). Hieraus folgt auch

By(T,U) ~ 27 /J r2dr + 2 /Oo (g(;)) r2dr (80)
0 o B

Der erste Term gibt wieder den Van der Waals’ schen b - Term, das vierfache Eigenvolumen
des Molekiils:

3 3 \2
Aus dem zweiten Term berechnet man den Van der Waals’schen a - Parameter zu

2 4 3
b=t =47 (3) (81)

2mey [ 1 2mey 1 1
_ iy At S — 82
kT Jo 710~ 308 kpT | kpT (82)
Wenn man hohere Glieder der Virialentwicklung berechnen will, sto3t man auf sehr komplexe
mathematische Ausdriicke. Das Konzept der Paarverteilungsfunktion, das im néchsten Abschnitt

entwickelt wird, hilft, diese mathematischen Schwierigkeiten zu iiberwinden.

smdsk3
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